
كرامروقاعدةالمحدداتعنبحث

خاصةًالمسائل،منالعديدحلفيتسُتخدمالتيالمهمةالرياضيةالمفاهيممنالمحدداتتعُد
إذالمحددات،لهذهالمهمةالتطبيقاتكإحدىكرامرقاعدةوتأتيالخطي،الجبرمجالفي
.بفاعليةالمعادلاتمنالخطيةالأنظمةلحلطريقةتعُد

المحدداتمفهوم

متساوٍعددذاتمصفوفة)مربعةمصفوفةمنتسُتخرجحسابيةقيمةهوالمحدد●
(.والأعمدةالصفوفمن

فيتسُتخدمحيثوالفيزياء،الرياضياتمجالاتفيخاصةأهميةذاتتعُد●
.الخطيةالأنظمةدراسةوفيوالأحجامالمساحاتحساب

غالباًلهويرُمزمربعة،مصفوفةفيمرتبةأعدادباستخدامالمحددعنيعُبَّر●
.Aهيالمصفوفةكانتإذا|A|بالرمز

المحدداتخواص

الأنظمةتحليلفيوتساعدالحسابيةالعملياتتسهلالتيالخواصمنالعديدللمحددات
.الرياضية

الأعمدةأوالصفوفبينالتبديل●

قيمةكانتإذابمعنىتتغير،المحددإشارةفإنمصفوفة،فيعمودينأوصفينتبديلتمإذا
.صحيحوالعكسالتبديلبعدسالبةتصبحفإنهاالتبديل،قبلموجبةالمحدد

أصفارعلىيحتويعمودأوصف●

تكونالمحددقيمةفإنأصفار،منبالكامليتكونالمصفوفةفيعمودأوصفكانإذا
.للمحددقيمةًيضيفلافهوصفرًا،

الأعمدةأوالصفوفكرار●

صفرًا،تساويالمحددقيمةفإنمصفوفة،فيمتطابقانعمودانأوصفانهناككانإذا
غيرالمحددويجعلالرتبةمنيقللمماالخطي،الاستقلالعدمإلىيشيرالتكرارلأنوهذا
.الصفرعنمختلفةكقيمةللحسابقابل



ثابتفيالضرب●

فيتضربالمحددقيمةفإنمعين،ثابتفيمصفوفةفيمعينعمودأوصفضُربإذا
تصبحالمحددقيمةفإن،3فيواحدصفضربتمإذاالمثالسبيلوعلىالثابت،هذانفس
.الأصليةقيمتهأضعافثلاثة

والأعمدةالصفوففيالخطية●

صفلديناكانوإذاحدة،علىعمودأوصفلكلبالنسبةخطيةبطريقةيتصرفالمحدد
لمحدداتكجمعالمحددحسابفيمكنناأكثر،أوعددينمجموعإلىفصلهيمكن(عمودأو)

.حدةعلىجزءكل

أعمدةأوصفوفجمعمنالناتجالمحدد●

جمعأنيعنيوهذاتتغير،لاالمحددقيمةفإنالمصفوفة،فيعمودينأوصفينجمعتمإذا
.المحددقيمةعلىيؤثرلاآخرعمودأوصفإلىمعينعمودأوصف

مثلثيةلمصفوفةالمحدد●

ضربحاصليساويالمحددفإن،(سفليةمثلثيةأوعلويةمثلثية)مثلثيةالمصفوفةكانتإذا
تحتاجلاحيثالمثلثية،للمصفوفاتالمحددحسابيسهلوهذافقط،الرئيسيالقطرعناصر

.القطرقيمضربسوى

\(n\)الدرجةمنالمربعةللمصفوفةالمحدد●

لعددمساوياًصفوفهاعدديكونالتيأيالمربعةللمصفوفاتإلاالمحددحسابيمكنلا
.مُعرفغيرمحددهافإنمربعة،ليستالمصفوفةكانتإذاوبالتاليأعمدتها،

الوحدةمصفوفةمعالتعامل●

Identity)الوحدةمصفوفةهيالمصفوفةكانتإذا Matrix)فيأصفارعلىتحتويالتي
المصفوفةهذهمحددفإن،(آحادعلىيحتويالذي)الرئيسيالقطرباستثناءالمواقعجميع

.1يساوي

المعكوسةالمصفوفةمحدد●



مقلوبيساوي\(A^{-1}\)معكوسهامحددفإنللعكس،قابلةمصفوفة\(A\)كانتإذا
|A^{-1}|:أي،\(A\)محدد = \frac{1}{|A}|

الضربعنالناتجةالمصفوفةمحدد●

الضربحاصلمحددفإنالدرجة،نفسمنمربعتينمصفوفتين\(B\)و\(A\)كانتإذا
(\AB)\محدديهماضربحاصليساوي:|AB| = |A| \cdot |B|

الخطيةبالإضافةالتغير●

قيمةفإن،(آخرعمودإلىعمودأو)آخرصفإلىصفمنثابتمضاعفإضافةتمإذا
.تتغيرلاالمحدد

الخطيةالأنظمةلحلكرامرقاعدة

فيوتفيدالمحددات،باستخدامالمعادلاتمنالخطيةالأنظمةلحلطريقةهيكرامرقاعدة
علىالقاعدةهذهتعُتمد.المتغيراتعدديساويمعادلاتعددعلىتحتويالتيالأنظمةحل

استبدالخلالمنجديدةمصفوفاتإنشاءيتمحيثفرعية،مصفوفاتإلىالأنظمةتقسيم
.الحلولبعمودالأساسيةالمصفوفةفيمحددةأعمدة

كرامرقاعدةتعريف

:بالشكلصياغتهيمُكنمتغيرات،nnnومعادلاتnnnمنمكونخطينظاملديناكانإذا

Ax=bAx = bAx=bحيثAAAوالمعاملات،مصفوفةهيxxxالمتغيرات،متجههو
لاAAAالمصفوفةمحددقيمةكانتإذاالنظامهذالحلوتسُتخدمالحلول،متجههوbbbو

|A∣≠0|A)∣صفرًاتساوي \neq 0∣A∣=0.)

كرامرقاعدةتطبيقطريقة

:كرامرقاعدةباستخدامالنظاملحل

∣.A∣|A|∣A∣بـلهسنرمزوالذي،AAAالمصفوفةمحددنحسب.1

AAAفيiiiالعموداستبداليتمحيث​،AiA_iAiفرعيةمصفوفاتبتكويننقوم.2

.bbbالحلولبمتجه



القيمعلىللحصول​AiA_iAiفرعيةمصفوفةكلمحددنحسب.3
∣A1∣,∣A2∣,…,∣An∣|A_1|, |A_2|, \ldots,

|A_n|∣A1​∣,∣A2​∣,…,∣An.∣​

xi=∣Ai∣∣A∣x_i:الصيغةباستخدام​xix_ixiمتغيركلحسابيتم.4 =

\frac{|A_i|}{|A|}xi​=∣A∣∣Ai​∣​

كرامرقاعدةتطبيقات

منالعديدفيعمليةتطبيقاتلهابلمجردة،رياضيةأداةفقطليستكرامرقاعدة
:مثلالمجالات،

:الكهربائيةالهندسة●

المثالسبيلوعلىالكهربائية،الدوائرتحليلفيالخطيةالأنظمةلحلكرامرقاعدةتسُتخدم
ومصادرمقاوماتعدةمنتتكونالتيالمعقدةالدوائرفيوالجهودالتياراتلحسابتسُتخدم

.الشبكةضمنمختلفةنقاطفيالكهربائيةالجهودلتحديداستخدامهايمكنكماجهد

:الإنشائيةوالهندسةالميكانيكا●

الأجسامعلىتؤثرالتيوالعزومبالقوىالمتعلقةالخطيةالأنظمةلحلكرامرقاعدةتسُتخدم
والرافعاتوالأعمدةالإطاراتوتحليلالميكانيكيةالأنظمةحلفيوتساعدالمتوازنة،

.المختلفةالنقاطعلىالمؤثرةالقوىوحسابالإنشاءاتاستقرارلضمان

:الاقتصاد●

وتسُتخدمخطية،معادلاتتتضمنالتيالاقتصاديالتوازننماذجلحلكرامرقاعدةتسُتخدم
الأسواقتحليلفيوأيضًامعين،اقتصادينظامضمنوالمواردالإنتاجتوزيعكيفيةلتحديد

.والعائدبالتكلفةالمتعلقةوالقراراتالاقتصادية

:الفيزياء●

فيكرامرقاعدةتساعدالقوىوتحليلالحركةدراسةمثلالفيزيائيةالتطبيقاتمنالعديدفي
الكهربائيالحقلومعادلاتالكمميكانيكافيأيضًاوتسُتخدمالمعقدة،الخطيةالأنظمةحل

.المختلفةالأنظمةفيوالضغطوالتسارعبالسرعةالمرتبطةالقيملتحديدوالمغناطيسي

:الأبعادثلاثيةوالرسوماتالحاسوبعلوم●



فييساعدممامعينة،نقاطإحداثياتلتحديدالحاسوبيةالرسوماتفيكرامرقاعدةتسُتخدم
الحاسوبي،والتصميمالمحاكاةتطبيقاتفيمفيدةوتعُدالأبعاد،ثلاثيةالأشكالوتحريكبناء

.بدقةوالمجسماتالصوررسمفيتسهمحيث

:الأعمالإدارة●

يكونحيثالإدارة،فيالمشاكلوحلالقراراتاتخاذمجالفيأحياناًكرامرقاعدةتسُتخدم
تخطيطفيالأمثلوالتوزيعللمواردالمثلىالنسبلتحديدخطيةأنظمةحلإلىحاجةهناك

.الربحيةتحليلأوالموارد

:والأنظمةالشبكاتتحليل●

المياهوشبكاتوالمواصلات،النقلشبكاتمثلالتدفقشبكاتتحليلفيكرامرقاعدةتسُاعد
بشكلوتوزيعهاالمعلوماتتدفقاتلتحليلاستخدامهاويمكنالإنترنت،وشبكاتوالكهرباء،

.الأنظمةفيوالكفاءةالاستقرارتضمنالتيالتدفقاتلتقديروكذلكفعال،

كرامرقاعدةقيود

:القيودبعضلهاأنإلاكرامر،قاعدةفاعليةمنالرغمعلى

ذاتأنظمةمعالتعاملعندجدًامعقدةالحسابعمليةتصبح:الحساباتتعقيد●
.المتغيراتمنكبيرعدد

كانإذاكرامرقاعدةاستخداميمكنلا:الأنظمةبعضفيللتطبيقالقابليةعدم●
للحلقابلغيرالنظاميصبححيثصفرًا،يساويالمعاملاتمصفوفةمحدد

.التقليديةبالطريقة


